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A noção de visibilidade surge no nosso dia-a-dia como censo comum, por 
exemplo quando nos desviamos de obstáculos enquanto caminhamos. Os 
algoritmos de visibilidade surgem na década de 70 como uma subárea da 
Geometria Computacional. Hoje em dia o conceito de visibilidade surge em 
áreas como a Computação Gráfica, Robótica e os Sistemas de Informação 
Geográfica e em muitas aplicações as noções de visibilidade e iluminação 
aparecem naturalmente relacionadas. 
Nesta dissertação, abordamos algumas variantes de iluminação de qualidade, 
dando uma especial atenção à t-boa iluminação [Canales, 2004]. Segundo 
este conceito, um elemento geométrico só está bem iluminado se todos os 
focos de luz que o iluminam estão “bem distribuídos” em seu redor. 
Assim, vamos focar-nos em quatro tipos de problemas: t-boa iluminação sem 
obstáculos, t-boa iluminação em polígonos convexos, 2-boa iluminação em 
polígonos não convexos e 1-boa iluminação com obstáculos convexos. 
Para além dos problemas referidos, abordamos também os seguintes: 3-boa 
iluminação em polígono não convexo, 2-boa iluminação com obstáculo 
convexo (ainda em aberto) e iluminação por triângulos. 
Foi desenvolvida uma aplicação, com uma interface gráfica, que permite 
determinar regiões t-bem iluminadas para os primeiros quatro problemas de    
t-boa iluminação referidos acima. Para tal consideramos que a amplitude de 
um foco de luz é 2π e que o seu alcance é ilimitado. No entanto, na aplicação é
possível simular o alcance limitado das luzes. 
Sobre a aplicação, descrevemos ainda a implementação usada e um conjunto 





































The notion of visibility is used in our daily life by common sense, for instance, 
when we avoid an obstacle on our way. Visibility algorithms first appeared in 
the 70's as a branch of Computational Geometry. Nowadays, the concept of 
visibility can be found in areas such as Graphic Computation/Computing, 
Robotics and Geographic Information Systems. Visibility and Illumination rise 
as natural applications in several other applications. 
In this thesis, we study some variants of quality illumination, giving special 
attention to t-good illumination [Canales, 2004]. According to this concept, a 
geometrical element only is well-illuminated if all the lights in the plane are “well 
distributed” around it.  
According to that, we focus our study in four types of problems: t-good 
illumination without obstacles, t-good illumination in convex polygons, 2-good 
illumination in non convex polygons and 1-good illumination with convex 
obstacles. 
Furthermore, we also make an approach to the following: 3-good illumination in
non convex polygons, 2-good illumination with convex obstacles (still open) and
illumination by triangles. 
We developed an application with graphical interface that determines t-good 
illuminated regions for the first four problems that were mentioned above. 
Having that in mind, we consider that each light has amplitude 2π and its range 
is unlimited. Nevertheless, in this application it is possible to simulate limited 
illumination range. About the application, we also describe its implementation 









1.1 Objectivos e organizac¸a˜o do texto da dissertac¸a˜o . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 Noc¸o˜es e resultados cla´ssicos sobre visibilidade 5
2.1 Pol´ıgonos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Conceitos Gerais de Visibilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Problema da Galeria de Arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.4 Visibilidade de Alcance Limitado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3 t - boa iluminac¸a˜o 19
3.1 Conceitos Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2 t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3 t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.4 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.5 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culos convexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4 Outras variantes da t-boa iluminac¸a˜o 31
4.1 3-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 2-boa iluminac¸a˜o com um obsta´culo convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
i
ii CONTEU´DO
4.3 Iluminac¸a˜o por triaˆngulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3.1 Pol´ıgonos com fronteiras transparentes . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3.2 Pol´ıgono com fronteira opaca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5 Aplicac¸a˜o 43
5.1 Implementac¸a˜o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.1.1 Estrutura de dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.1.2 Estrutura da aplicac¸a˜o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
5.1.3 Casos de Uso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.1.4 Recursos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2.1 t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.2.2 t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos convexos . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.2.3 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o convexos . . . . . . . . . . . . . 54
5.2.4 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo . . . . . . . . . . . . . . . 56
6 Concluso˜es e trabalhos futuros 59
Lista de Figuras
1.1 As treˆs luzes esta˜o dispostas uniformemente em redor do ponto, proporcio-
nando uma iluminac¸a˜o de qualidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.1 (a) Curva poligonal. (b) Curva poligonal fechada. (c) Curva poligonal fe-
chada simples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Interior, exterior e fronteira de um pol´ıgono simples. . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Exemplo de um pol´ıgono simples, ou seja, uma curva poligonal fechada. . . 7
2.4 (a) Orientac¸a˜o positiva. (b) Orientac¸a˜o negativa. . . . . . . . . . . . . . . 7
2.5 Pol´ıgono ortogonal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.6 Invo´lucro convexo de um pol´ıgono. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.7 Neste exemplo, os pontos x, y e x′, y′ sa˜o mutuamente vis´ıveis, ao contra´rio
de t e z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.8 Regia˜o de visibilidade do ponto x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.9 (a) Pol´ıgono estrelado com o nu´cleo em evideˆncia. (b) Pol´ıgono na˜o estrelado. 10
2.10 Pol´ıgono com 10 ve´rtices que pode ser vigiado por 3 guardas. . . . . . . . . 11
2.11 O segmento de recta uz e´ uma diagonal do pol´ıgono. . . . . . . . . . . . . 12
2.12 O terno de ve´rtices u, v e w formam uma orelha do pol´ıgono. . . . . . . . . 12
2.13 Exemplo de duas triaˆngulac¸o˜es do pol´ıgono. . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.14 Leque formado por seis triaˆngulos centrado em c. . . . . . . . . . . . . . . 13
iii
iv LISTA DE FIGURAS
2.15 Exemplo de uma 3-colorac¸a˜o da triangulac¸a˜o da Figura 2.13. . . . . . . . . 14
2.16 Esquema do processo de colocac¸a˜o de guardas segundo Fisk. . . . . . . . . 15
2.17 Exemplo de pol´ıgono com 4 ve´rtices coˆncavos dividido em 5 pol´ıgonos convexos. 16
2.18 Exemplo de visibilidade de alcance limitado d. . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.1 (a) As treˆs luzes na˜o iluminam uniformemente o ponto. (b) As treˆs luzes
esta˜o dispostas uniformemente em redor do ponto, proporcionando uma boa
iluminac¸a˜o do mesmo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2 Exemplo de 1-boa iluminac¸a˜o. O ponto p esta´ 1-bem iluminado, mas o ponto
q na˜o esta´ 1-bem iluminado devido ao obsta´culo (quadrila´tero). . . . . . . 20
3.3 Regia˜o 2-bem iluminada por um conjunto de luzes. . . . . . . . . . . . . . 22
3.4 Exemplo de duas capas convexas de F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.5 Nu´cleo do pol´ıgono convexo Ker2(P ) e, por conseguinte, regia˜o 3-bem ilu-
minada pelas luzes-ve´rtice do pol´ıgono convexo. . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.6 Regia˜o poligonal Hi definida pelo caminho geode´sico de vi a vi+2 e o ve´rtice
vi+1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.7 Intersec¸a˜o das regio˜es poligonais P\Hi de um pol´ıgono na˜o convexo. . . . . 24
3.8 O ponto z na˜o esta´ 2-bem iluminado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.9 Regia˜o 2-bem iluminada de um pol´ıgono na˜o convexo. . . . . . . . . . . . . 25
3.10 Conjunto de luzes no plano com um obsta´culo convexo. . . . . . . . . . . . 27
3.11 Pre´-processamento em sentido negativo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.12 Primeiro convexo da regia˜o A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.13 Segundo convexo obtido com a rotac¸a˜o da recta t. . . . . . . . . . . . . . . 29
3.14 Invo´lucros convexos constru´ıdos dinamicamente. . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.15 Uma das secc¸o˜es Si do problema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
LISTA DE FIGURAS v
4.1 Regia˜o poligonal Hi definida pelo caminho geode´sico de vi a vi+3 e os ve´rtices
vi+1 e vi+2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2 Segmentos de recta trac¸ados para a construc¸a˜o de uma zona de Tipo II. . . 32
4.3 Regia˜o do Tipo II para o ve´rtice coˆncavo vx, com os ve´rtices vi, vi′ e vj′
consecutivos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.4 Regia˜o do Tipo II para o ve´rtice coˆncavo vx, com os ve´rtices vi, vi′ e vj′ na˜o
consecutivos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.5 Regia˜o do Tipo III para a aresta vxvy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.6 Regia˜o do Tipo III no pol´ıgono da Figura 4.2 e Figura 4.3. . . . . . . . . . 35
4.7 Exemplo de um problema de iluminac¸a˜o com um obsta´culo convexo. . . . . 36
4.8 Segundo n´ıvel de profundidade das luzes f1, . . . , f6. . . . . . . . . . . . . . 36
4.9 Construc¸a˜o das regio˜es do Tipo II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.10 O pol´ıgono P esta´ colorido a cinzento escuro. A cinzento interme´dio esta´
representado o CH(P ). E a cinzento mais claro esta˜o as regio˜es admiss´ıveis. 39
4.11 Pol´ıgono extremo Ta = {a, v2, v3, v4, v5}. O ponto v3 e´ escolhido de forma a
maximizar o aˆngulo α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
5.1 Atributos e me´todos da classe Point. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.2 Atributos e me´todos da classe Set. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.3 Atributos e me´todos da classe Polygon. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.4 Packages e respectivas classes da aplicac¸a˜o. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.5 Casos de uso da aplicac¸a˜o. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.6 opc¸o˜es do menu Problemas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.7 opc¸o˜es do menu Problemas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.8 Painel de desenho com grelha. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.9 Luzes com alcance limitado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
vi LISTA DE FIGURAS
5.10 Ficheiro com os dados de um problema de t-boa iluminac¸a˜o e respectiva
soluc¸a˜o. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.11 Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o para diferentes valores de t e nu´mero de luzes. 53
5.12 Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o para diferentes valores de t e nu´mero de luzes. 54
5.13 Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o com o nu´mero de luzes. . . . . . . . . . . . 55
5.14 Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o com o nu´mero de luzes. . . . . . . . . . . . 57
Lista de Tabelas
5.1 Tempos de execuc¸a˜o para problemas de t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos. . 52
5.2 Tempos de execuc¸a˜o para problemas de t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono convexo. 53
5.3 Tempos de execuc¸a˜o para problemas de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o
convexos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.4 Tempos de execuc¸a˜o para problemas de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o
convexos com 10 luzes e 1, 2 ou 3 ve´rtices coˆncavos. . . . . . . . . . . . . . 56
5.5 Tempos de execuc¸a˜o para problemas de 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo





A noc¸a˜o de visibilidade aparece de forma natural no nosso dia-a-dia. Por exemplo,
para poder determinar os nossos movimentos precisamos conhecer a disposic¸a˜o dos ob-
jectos que esta˜o a` nossa volta. A a´rea dos algoritmos de visibilidade despontou como
uma suba´rea da Geometria Computacional nos finais dos anos 70 e desde enta˜o a comuni-
dade cient´ıfica internacional tem contribu´ıdo significativamente para o seu desenvolvimento.
Pore´m, historicamente o estudo dos problemas relacionados com a visibilidade foi marcado
em 1913, quando Brunn provou o famoso teorema sobre o nu´cleo de um conjunto de pontos
[Brunn, 1913].
Hoje em dia, o conceito de visibilidade e´ aplicado nas mais diversas a´reas das cieˆncias
da computac¸a˜o tais como Computac¸a˜o Gra´fica, Robo´tica, Sistemas de Informac¸a˜o Geogra´-
fica, Visa˜o Computacional, Optimizac¸a˜o Combinato´ria, Processamento de Imagens, entre
outras.
Em muitas aplicac¸o˜es as noc¸o˜es de visibilidade e iluminac¸a˜o aparecem naturalmente
relacionadas. Nesta dissertac¸a˜o abordamos uma das suas variantes: a iluminac¸a˜o de quali-
dade com especial eˆnfase da t-boa iluminac¸a˜o. De forma intuitiva, podemos considerar que
um objecto na˜o possui uma iluminac¸a˜o de qualidade se a intensidade da iluminac¸a˜o na˜o for
uniforme em toda a sua superf´ıcie, isto e´, se as luzes na˜o esta˜o “bem”distribu´ıdas em redor
do objecto (ver Figura 1.1.). No contexto cla´ssico deste problema assume-se que um foco
de luz tem alcance ilimitado e que a intensidade da luz e´ constante, independentemente da
distaˆncia entre o foco e o objecto.
Assim iremos considerar a seguinte variante da visibilidade: um ponto p esta´ t-bem
iluminado por um conjunto de luzes (ou focos) F se qualquer semiplano definido por uma
1
2 Introduc¸a˜o
Figura 1.1: As treˆs luzes esta˜o dispostas uniformemente em redor do ponto, proporcionando
uma iluminac¸a˜o de qualidade.
recta que cruza p conteˆm pelo menos t elementos de F que veˆm o ponto p [Canales, 2004].
Tendo em conta que os objectos ou as a´reas a iluminar podem ser estrutural e geometri-
camente diferentes entre si, existe um elevado nu´mero de subproblemas de t-boa iluminac¸a˜o,
estando alguns ainda em aberto. Neste trabalho apresentamos alguns me´todos para a de-
terminac¸a˜o de regio˜es t-bem iluminadas a partir da estrutura geome´trica a iluminar e a
posic¸a˜o dos focos de luz.
1.1 Objectivos e organizac¸a˜o do texto da dissertac¸a˜o
Como referido acima, o objectivo fundamental desta dissertac¸a˜o foi o estudo de algumas
variantes da noc¸a˜o de iluminac¸a˜o de qualidade dando uma especial atenc¸a˜o a` t-boa ilu-
minac¸a˜o. Ale´m disso, fazia parte deste objectivo estruturar e desenvolver uma aplicac¸a˜o
que implementasse alguns dos me´todos estudados. No total, foram implementados quatro
algoritmos para a determinac¸a˜o de regio˜es t-bem iluminadas em diferentes situac¸o˜es.
A aplicac¸a˜o desenvolvida possui uma interface gra´fica que permite a introduc¸a˜o dos
dados de entrada do problema num painel de desenho ou por improtac¸a˜o de dados de
um ficheiro. O mesmo painel de desenho, posteriormente, e´ utilizado para visualizar os
resultados obtidos. Esta aplicac¸a˜o possibilita tambe´m a simulac¸a˜o de situac¸o˜es quando as
luzes teˆm alcance limitado segundo o raio definido pelo utilizador.
Esta dissertac¸a˜o e´ constitu´ıda por 6 cap´ıtulos, sendo este o Cap´ıtulo 1. O Cap´ıtulo 2
e´ dedicado no fundamental a` introduc¸a˜o dos conceitos e resultados cla´ssicos relacionados
com a noc¸a˜o da visibilidade. No Cap´ıtulo 3 apresentamos alguns tipos de iluminac¸a˜o de
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qualidade nomeadamente sa˜o analisados quatro tipos de t-boa iluminac¸a˜o e os respecti-
vos me´todos para a determinac¸a˜o das regio˜es t-bem iluminadas que foram alvo de imple-
mentac¸a˜o e integrac¸a˜o numa aplicac¸a˜o. O Cap´ıtulo 4 e´ feito um estudo de outras variantes
de t-boa iluminac¸a˜o. A aplicac¸a˜o desenvolvida e´ descrita em pormenores no Cap´ıtulo 5.




Noc¸o˜es e resultados cla´ssicos sobre
visibilidade
A visibilidade e´ um dos temas cla´ssicos da Geometria Computacional. Este conceito
surge quer no aˆmbito dos conceitos de iluminac¸a˜o como tambe´m nos problemas de vi-
gilaˆncia. Tendo em conta as caracter´ısticas da zona que se pretende iluminar existem um
leque muito variado de problemas de iluminac¸a˜o. Pol´ıgonos convexos, pol´ıgonos estrelados,
pol´ıgonos arbitra´rios, pol´ıgonos mono´tonos, semiplanos, entre outros, sa˜o alguns dos exem-
plos de regio˜es a iluminar. O problema de iluminac¸a˜o pode tambe´m focar-se nas fontes de
luz, ou seja, da posic¸a˜o das fontes de luz, do alcance das luzes, etc.
A continuac¸a˜o sera˜o apresentados alguns conceitos cla´ssicos de visibilidade e iluminac¸a˜o
e definic¸o˜es de geometria computacional essenciais para a compreensa˜o dos temas descritos
ao longo da dissertac¸a˜o.
2.1 Pol´ıgonos
Uma curva poligonal e´ um conjunto de segmentos de recta, tal que dois segmentos
de recta consecutivos, vi−1vi e vivi+1, intersectam-se nos extremos, vi. Se esta curva for
fechada, o u´ltimo segmento de recta sera´ vi−1v1. Por sua vez, uma curva poligonal fechada
simples e´ uma curva poligonal fechada onde as u´nicas intersecc¸o˜es acontecem nos extremos
de dois segmentos consecutivos, isto e´, vi−1vi e vivi+1 intersectam apenas no ponto vi. Na
Figura 2.1 e´ poss´ıvel visualizar um exemplo dos treˆs tipos de curvas poligonais. Segundo
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6 Noc¸o˜es e resultados cla´ssicos sobre visibilidade
o teorema de Jordan, uma curva poligonal fechada simples divide o plano em duas partes:
interior e exterior da curva. Podemos encontrar este teorema e a respectiva demonstrac¸a˜o
em [Hatcher, 2002].
(a) (b) (c)
Figura 2.1: (a) Curva poligonal. (b) Curva poligonal fechada. (c) Curva poligonal fechada
simples.
Definic¸a˜o 2.1 Um pol´ıgono simples P e´ formado por uma curva poligonal fechada simples,
a que chamamos a fronteira do pol´ıgono, fr(P), e o interior da mesma, int(P). O exterior
do pol´ıgono e´ designado por ext(P).
Sendo assim, fica claro que um pol´ıgono simples P e´ uma regia˜o delimitada por uma
curva poligonal fechada e simples e pode ser definido como int(P )∪fr(P ) (ver Figura 2.2).





Figura 2.2: Interior, exterior e fronteira de um pol´ıgono simples.
No plano, chamamos ve´rtices aos n pontos distintos e em posic¸a˜o geral que definem
uma curva poligonal e representamo-los por vi, com i de 1 a n (ver Figura 2.3).
As arestas ei do pol´ıgono ei sa˜o os segmentos de recta que unem os ve´rtices segundo a
ordem dos mesmos, e1 = v1v2, . . ., en−1 = vn−1vn, en = vnv1.











Figura 2.3: Exemplo de um pol´ıgono simples, ou seja, uma curva poligonal fechada.
A ordenac¸a˜o dos ve´rtices de um pol´ıgono pode ser feita segundo orientac¸a˜o positiva e
negativa. A orientac¸a˜o positiva corresponde ao sentido anti-hora´rio pelo que o interior do
pol´ıgono fica a` esquerda de qualquer aresta, segundo a ordem dos ve´rtices. Por sua vez,
a orientac¸a˜o negativa (sentido hora´rio) indica que o interior do pol´ıgono esta´ a` direita de


























Figura 2.4: (a) Orientac¸a˜o positiva. (b) Orientac¸a˜o negativa.
Entende-se por aˆngulo interno o aˆngulo medido no interior do pol´ıgono.
Definic¸a˜o 2.2 Um ve´rtice vi e´ convexo se a amplitude do aˆngulo interno, formado pelas
arestas incidentes, e´ inferior a pi. Caso contra´rio, o ve´rtice e´ coˆncavo.
Quando a amplitude do aˆngulo interno de um ve´rtice e´ igual a pi (aˆngulo raso) estamos
perante um caso degenerado. Um aˆngulo raso implica a existeˆncia de treˆs pontos colineares,
pelo que dizemos que o conjunto de pontos na˜o esta´ em posic¸a˜o geral.
Definic¸a˜o 2.3 Um pol´ıgono e´ ortogonal se os seus aˆngulos internos teˆm amplitude pi/2 ou
3pi/2. Um pol´ıgono ortogonal tambe´m pode ser definido como um pol´ıgono cujas arestas
sa˜o todas paralelas a um par de eixos ortogonais no plano (ver Figura 2.5).
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Figura 2.5: Pol´ıgono ortogonal.
Definic¸a˜o 2.4 Um pol´ıgono diz-se convexo se todos os seus aˆngulos internos sa˜o convexos.
Tendo em conta as caracter´ıstas de um pol´ıgono convexo e´ recorrente estabelecer-se
uma relac¸a˜o entre este tipo de pol´ıgonos e conjunto de pontos arbitrariamente dispostos
no plano. Assim,
Definic¸a˜o 2.5 Designamos por invo´lucro convexo de um conjunto P ⊂ <2 o menor con-
junto convexo de <2 que conte´m P . Representamos esse conjunto por CH(P ) (ver Figura
2.6).
Figura 2.6: Invo´lucro convexo de um pol´ıgono.
Em 1972 [Graham, 1972], Graham provou que o tempo o´ptimo para o ca´lculo de um
invo´lucro convexo de n pontos no plano e´ θ(n log n).
2.2 Conceitos Gerais de Visibilidade
O conceito de visibilidade e´ intuitivo, ou seja, dizemos que dois pontos sa˜o mutuamente
vis´ıveis se for poss´ıvel trac¸ar um segmento de recta entre os pontos sem que este intersecte
qualquer obsta´culo. Formalmente fica da seguinte forma:
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Definic¸a˜o 2.6 Dado um pol´ıgono P ⊂ <2, dizemos que x, y ∈ P sa˜o mutuamente vis´ıveis
se o segmento que os une pertence a P, xy ⊂ P ou xy⋂P = xy.






Figura 2.7: Neste exemplo, os pontos x, y e x′, y′ sa˜o mutuamente vis´ıveis, ao contra´rio de
t e z
Neste trabalho vamos considerar que o segmento de recta xy referido nas definic¸o˜es
2.5 e 2.6 pode intersectar a fronteira. No entanto, ha´ autores que consideram que a noc¸a˜o
de visibilidade exclui a fronteira do pol´ıgono, ou seja, um ponto x ∈ P veˆ y ∈ P se e so´ se
xy ∩ int(P ) = xy. Por exemplo, na robo´tica e´ crucial que se aplique esta definic¸a˜o porque
pretende-se evitar coliso˜es entre o robot e os obsta´culos.
Como se pode observar na Figura 2.7, os pontos x e y do pol´ıgono P veˆem-se mutua-
mente ja´ que o segmento de recta xy esta´ contido em P . Pelo contra´rio, os pontos t e z
na˜o sa˜o mutuamente vis´ıveis porque o segmento que os une intersecta o exterior de P .
E´ fa´cil de perceber que se esta propriedade se verificar para qualquer par de pontos do
conjunto, enta˜o o conjunto e´ convexo.
Definic¸a˜o 2.7 Ao conjunto de pontos de P que sa˜o vis´ıveis pelo ponto x ∈ P chamamos
regia˜o de visibilidade de x e representamos por V (x) = {y|y ∈ P ∧ xy ∩ P = xy}.
A regia˜o a sombrado da Figura 2.8 corresponde a` regia˜o de visibilidade do ponto x.
Dada a definic¸a˜o 2.7, se encontrarmos um conjunto de pontos S cuja unia˜o das regio˜es
de visibilidade dos pontos x ∈ S e´ o pol´ıgono P , P = ⋃x∈S V (x), enta˜o P esta´ totalmente
coberto. Se os pontos de S simbolizarem guardas ou luzes, dizemos enta˜o que P esta´
vigiado/iluminado pelo conjunto S.
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x
Figura 2.8: Regia˜o de visibilidade do ponto x.
Se existir pelo menos um ponto em P do qual e´ poss´ıvel ver todos os outros pontos de
P diz-se que P e´ um pol´ıgono estrelado. O conjunto de pontos que satisfaz esta propriedade
e´ denominado de nu´cleo de P e denotado por Ker(P ). Segue a formalizac¸a˜o deste conceito:
Definic¸a˜o 2.8 Dado um pol´ıgono P, se existir pelo menos um ponto x, x ∈ P , tal que
V (x) = P enta˜o P e´ um pol´ıgono estrelado (ver Figura 2.9 (b)).
(a) (b)
Figura 2.9: (a) Pol´ıgono estrelado com o nu´cleo em evideˆncia. (b) Pol´ıgono na˜o estrelado.
A partir da Definic¸a˜o 2.8, e´ fa´cil de inferir que P e´ um pol´ıgono convexo se e so´ se
Ker(P ) = P .
2.3 Problema da Galeria de Arte
Um dos problemas cla´ssicos relacionados com a noc¸a˜o de visibilidade e´ conhecido
por como o ”Problema da Galeria de Arte”, que consiste em encontrar um conjunto de
cardinalidade mı´nima de guardas ou luzes de modo a vigiar ou iluminar totalmente uma
galeria. Estabelecendo uma analogia entre uma galeria e um pol´ıgono P , as paredes da
galeria podem ser representadas pelas arestas de P e os pontos onde as paredes se encontram
por ve´rtices de P . Na versa˜o original deste problema, os guardas sa˜o estaciona´rios, ou seja,
esta˜o localizados num ponto fixo dentro do pol´ıgono. Cada guarda consegue visualizar
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ate´ ao infinito e em qualquer direcc¸a˜o, isto e´, a visa˜o dos guardas tem alcance ilimitado e
amplitude 2pi. O mesmo acontece no caso das luzes, cada luz ilumina infinitamente em seu
redor. Assim, se cada ponto de um dado pol´ıgono P esta´ vis´ıvel para algum guarda (luz),
dizemos que P esta´ totalmente vigiado (iluminado).
Uma soluc¸a˜o trivial para este problema seria colocar um guarda ou uma luz em cada
ve´rtice do pol´ıgono. No entanto, o objectivo e´ minimizar o nu´mero de guardas/luzes
necessa´rios para vigiar/iluminar um pol´ıgono (ver Figura 2.10).
Figura 2.10: Pol´ıgono com 10 ve´rtices que pode ser vigiado por 3 guardas.
Esta´ historicamente reconhecido que, em 1973, Victor Klee propoˆs a Vasek Chva´tal
o seguinte desafio: determinar o nu´mero mı´nimo de guardas que sa˜o necessa´rios para
vigiar/iluminar o interior de uma sala de uma galeria de arte com n lados. Dois anos mais
tarde, em 1975, Chva´tal chegou a uma resposta e provou o seguinte resultado conhecido
por teorema da Galeria de Arte:
Teorema 2.1 [Chva´tal, 1975] Para vigiar qualquer pol´ıgono de n ve´rtices, bn/3c guardas
sa˜o sempre suficientes e por vezes necessa´rios.
Podemos ver pelo teorema anterior, que para o pol´ıgono da Figura 2.9, 3 guardas sa˜o
suficientes e, neste caso, mesmo necessa´rios para garantir a total vigilaˆncia.
Para demonstrar este resultado, e´ necessa´rio introduzir primeiro algumas definic¸o˜es e
resultados preliminares. Ale´m disso, algumas destas definic¸o˜es va˜o ser usadas ao longo da
dissertac¸a˜o.
Definic¸a˜o 2.9 Uma diagonal de um pol´ıgono P e´ um segmento de recta entre dois ve´rtices
mutuamente vis´ıveis (ver Figura 2.11).
O seguinte resultado e´ trivial a partir da definic¸a˜o de diagonal.
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Figura 2.11: O segmento de recta uz e´ uma diagonal do pol´ıgono.
Lema 2.1 Todo o pol´ıgono com n ve´rtices, n ≥ 4, admite uma diagonal.
Mais ainda e tendo por base a definic¸a˜o de diagonal, definimos de seguida orelha de
um pol´ıgono.
Definic¸a˜o 2.10 Dizemos que treˆs ve´rtices consecutivos u, v e w de um pol´ıgono formam




Figura 2.12: O terno de ve´rtices u, v e w formam uma orelha do pol´ıgono.
A colocac¸a˜o de uma diagonal num pol´ıgono particiona o pol´ıgono em duas partes, ou
seja, obtemos uma partic¸a˜o do pol´ıgono. Se pela colocac¸a˜o de mais diagonais se obtiver
uma partic¸a˜o tal que o pol´ıgono fica decomposto em triaˆngulos temos o seguinte:
Definic¸a˜o 2.11 Entende-se por triangulac¸a˜o a decomposic¸a˜o de um pol´ıgono P em triaˆn-
gulos disjuntos dois a dois. A decomposic¸a˜o em triaˆngulos e´ conseguida atrave´s da colocac¸a˜o
do maior nu´mero poss´ıvel de diagonais no pol´ıgono, tais que estas na˜o se intersectem entre
si a` excepc¸a˜o dos extremos.
De acordo com o seguinte teorema podemos aplicar esta partic¸a˜o a todo o pol´ıgono.
Teorema 2.2 [Lennes, 1911] Todo o pol´ıgono admite pelo menos uma triangulac¸a˜o.
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Figura 2.13: Exemplo de duas triaˆngulac¸o˜es do pol´ıgono.
E´ facil observar que a triangulac¸a˜o de um pol´ıgono pode na˜o ser u´nica, como mostra
a Figura 2.13.
Definic¸a˜o 2.12 Um leque de um pol´ıgono P e´ um conjunto de triaˆngulos que teˆm um
ve´rtice (centro do leque) em comum (ver Figura 2.14).
c
Figura 2.14: Leque formado por seis triaˆngulos centrado em c.
A prova do teorema da Galeria de Arte por Chva´tal e´ indutiva e baseia-se na de-
composic¸a˜o do pol´ıgono em triaˆngulos. Chva´tal apresentou como hipo´tese de induc¸a˜o
que qualquer triangulac¸a˜o de um pol´ıgono P com n ve´rtices pode ser particionada em
m ≤ bn/3c leques. Como cada ponto de um leque e´ vis´ıvel pelo centro desse leque, basta
colocar um guarda ou uma luz em cada um desses ve´rtices para que o leque fique coberto.
Aplicando isto a todo o pol´ıgono obtemos a cobertura total do pol´ıgono.
Em 1978, Fisk [Fisk, 1978] apresentou uma prova mais simples para este resultado
tendo por base os conceitos de triangulac¸a˜o e de colorac¸a˜o dos ve´rtices de um grafo. De
acordo com um resultado de teoria de grafos, um grafo resultante de uma triangulac¸a˜o de
um pol´ıgono simples admite uma 3-colorac¸a˜o, [Urrutia, 2000].
Definic¸a˜o 2.13 Uma k-colorac¸a˜o de um grafo e´ a atribuic¸a˜o de k cores aos no´s do grafo
de tal modo que no´s adjacentes na˜o tenham a mesma cor.
Na Figura 2.15 apresentamos a 3-colorac¸a˜o de uma das triangulac¸o˜es do pol´ıgono da
Figura 2.13.
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Figura 2.15: Exemplo de uma 3-colorac¸a˜o da triangulac¸a˜o da Figura 2.13.
A continuac¸a˜o passamos a explicar a prova de Fisk para o resultado obrtido por
Chva´tal (Teorema 2.1). Fisk comec¸a por triangular o pol´ıgono e de seguida aplica-lhe
uma 3-colorac¸a˜o (ver Figura 2.16). Desta forma, cada ve´rtice do triaˆngulo tem uma cor
distinta. Como cada ponto de P esta´ em algum dos triaˆngulos, o pol´ıgono fica vigiado se
forem colocados guardas em todos os ve´rtices da mesma cor. Para minimizar o nu´mero
de guardas necessa´rios e´ enta˜o escolhida a cor menos utilizada na 3-colorac¸a˜o do grafo
representativo do pol´ıgono.
Como uma cor e´ usada bn/3c vezes no ma´ximo, e´ fa´cil concluir que bn/3c guardas
sa˜o sempre suficientes e por vezes necessa´rios para cobrir o pol´ıgono. Avis e Toussaint
[Avis & Toussaint, 1981] encontraram um algoritmo que coloca esses guardas em tempo
O(n lnn). Mais tarde, Tarjan e van Wyk [Tarjan & van Wyk, 1988] encontraram um algo-
ritmo de triangulac¸a˜o de um pol´ıgono simples com complexidade O(n ln lnn). Mas so´ em
1991, Chazelle [Chazelle, 1991] obteve tempo linear no ca´lculo de uma triaˆngulac¸a˜o de um
pol´ıgono simples.
No entanto, muitas vezes podemos iluminar um pol´ıgono com um nu´mero de luzes
inferior a bn/3c. Por exemplo, se considerarmos um pol´ıgono convexo, uma u´nica luz e´
suficiente para ilumina´-lo, independentemente do nu´mero de ve´rtices que o pol´ıgono tenha.
Assim e´ pertinente colocar o seguinte problema algor´ıtmico: dado um pol´ıgono arbitra´rio,
qual e´ o nu´mero mı´nimo de luzes necessa´rias para ilumina´-lo? Lee e Lin [Lee & Lin, 1986],
reduziram este problema ao problema 3SAT [Garey & Johnson, 1979], provando assim que
e´ NP-Dif´ıcil. Tendo em conta a complexidade desta classe de problemas, em 1987, Ghosh
propoˆs uma soluc¸a˜o aproximada para luzes-ve´rtices (luzes situadas estritamente nos ve´rtices
do pol´ıgono) [Ghosh, 1987].
Embora o resultado do Teorema de Chva´tal se aplique a pol´ıgonos simples, ha´ resul-
tados espec´ıficos para classes mais restritas, como e´ o caso dos pol´ıgonos ortogonais.
Teorema 2.3 [Kahn et al, 1983] Para vigiar qualquer pol´ıgono ortogonal de n ve´rtices sa˜o
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Figura 2.16: Esquema do processo de colocac¸a˜o de guardas segundo Fisk.
sempre suficientes e, por vezes, necessa´rios bn/4c guardas, ou seja, br/2c + 1 sendo r o
nu´mero de ve´rtices coˆncavos.
Edelsbrunner, O’Rourke e Welzl [Edelsbrunner et al., 1984] apresentaram um algo-
ritmo para a colocac¸a˜o de guardas num pol´ıgonos ortogonais com complexidade O(n).
Este resultado tambe´m se verifica quando se restringe a colocac¸a˜o dos guardas/luzes
aos ve´rtices dos pol´ıgonos [O’Rourke, 1987].
Se pensarmos num pol´ıgono P com um u´nico ve´rtice coˆncavo v e´ imediato que um
guarda colocado nesse ve´rtice e´ suficiente e necessa´rio para vigiar P . Mais ainda, e´ poss´ıvel
16 Noc¸o˜es e resultados cla´ssicos sobre visibilidade
trac¸ar um segmento de recta contido em P , com origem no ve´rtice v e limite na fronteira
de P que divide o pol´ıgono em dois pol´ıgonos convexos. Assim,
Lema 2.2 Qualquer pol´ıgono P com r ve´rtices coˆncavos, pode ser dividido em r + 1
pol´ıgonos convexos com interiores disjuntos dois a dois (ver Figura 2.17).
Figura 2.17: Exemplo de pol´ıgono com 4 ve´rtices coˆncavos dividido em 5 pol´ıgonos conve-
xos.
Tendo em conta este lema e sabendo que um guarda e´ suficiente para vigiar um pol´ıgono
convexo a prova do teorema que se segue e´ imediata.
Teorema 2.4 [Urrutia, 2000] Seja P um pol´ıgono com r ve´rtices reflexos. Enta˜o r guardas
sa˜o sempre suficientes e, ocasionalmente, necessa´rios para vigiar P .
2.4 Visibilidade de Alcance Limitado
No problema cla´ssico da Galeria de Arte e´ assumido que os guardas/luzes teˆm visi-
bilidade ilimitada. No entanto, fica claro que em condic¸o˜es reais isto na˜o acontece. A
seguinte defininc¸a˜o de visibilidade de alcance limitado foi introduzida em 1992 por Ntafos
[Ntafos, 1992].
Definic¸a˜o 2.14 Dois pontos x e y ∈ P sa˜o vis´ıveis com alcance L se o segmento xy ⊂ P
e a distaˆncia d(x, y) ≤ L (ver Figura 2.18).
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d
Figura 2.18: Exemplo de visibilidade de alcance limitado d.
Neste trabalho, apenas vamos usar a distaˆncia euclidiana, ou seja, dados dois pontos
p(px, py) e q(qx, qy) enta˜o d(p, q) =
√
(px − qx)2 + (py − qy)2.
No pro´ximo cap´ıtulo apresentamos o conceito de t-boa iluminac¸a˜o e algoritmos que
ca´lculam a regio˜es t-bem iluminadas. Este ca´lculo varia de acordo com a estrutura geome´-




t - boa iluminac¸a˜o
De um modo informal, podemos pensar que um objecto na˜o esta´ bem iluminado se
as luzes na˜o esta˜o uniformemente distribu´ıdas em redor dele. Na Figura 3.1 (b), podemos
observar uma exemplo de uma “boa”distribuic¸a˜o das luzes em redor de um ponto.
Dado um ponto p no plano, dizemos que p esta´ t-bem iluminado por um conjunto
de luzes se todo o semi-plano cuja fronteira passa em p conte´m, pelo menos, t luzes que
iluminam p, .
Neste cap´ıtulo veremos algums problemas relacionados com a t-boa iluminac¸a˜o que
foram alvo de implementac¸a˜o numa aplicac¸a˜o descrita no cap´ıtulo 5.
3.1 Conceitos Preliminares
Quando pretendemos iluminar um objecto, e´ importante pensar na˜o so´ no nu´mero de
focos de luz que o va˜o iluminar, assim como na melhor forma de distribuir essas fontes de
luz. Essa distribuic¸a˜o determinara´ se o objecto possui uma iluminac¸a˜o de qualidade.
Definic¸a˜o 3.1 [Canales, 2004] Seja F = {f1, f2, . . . , fn} um conjunto de n luzes no plano
e O um conjunto de obsta´culos. Um ponto p esta´ t-bem iluminado por F , se todo o semi-
plano com fronteira em p conte´m pelo menos t focos de F que o iluminam.
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Figura 3.1: (a) As treˆs luzes na˜o iluminam uniformemente o ponto. (b) As treˆs luzes
esta˜o dispostas uniformemente em redor do ponto, proporcionando uma boa iluminac¸a˜o do
mesmo.






Figura 3.2: Exemplo de 1-boa iluminac¸a˜o. O ponto p esta´ 1-bem iluminado, mas o ponto
q na˜o esta´ 1-bem iluminado devido ao obsta´culo (quadrila´tero).
De acordo com a Definic¸a˜o 3.1, o conceito de t-boa iluminac¸a˜o so´ tem sentido para
valores de t compreendidos entre 1 e n/2 (1 ≤ t ≤ n/2). Nos casos em que um dos focos
pertence a` recta que define os semi-planos, consideramos que esse foco ilumina ambos os
semi-planos.
Ao conjunto de pontos t-bem iluminados por F , na presenc¸a de um conjunto de
obsta´culos O, chamamos regia˜o t-bem iluminada por F e representamo-la por Wt(F,O). Se
na˜o existirem obsta´culos, podemos afirmar que a regia˜o t-bem iluminada e´ sempre convexa,
foi provada a seguinte proposic¸a˜o.
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Proposic¸a˜o 3.1 [Canales, 2004] Seja F = {f1, f2, . . . , fn} um conjunto de n focos e O um
conjunto de obsta´culos. Se O e´ vazio ou se nenhum elemento de O intersecta o invo´lucro
convexo definido por F , enta˜o as regio˜es t-bem iluminadas sa˜o sempre convexas.
Nos subcap´ıtulos que se seguem apresentamos quatro tipos de t-boa iluminac¸a˜o:
- t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos
- t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono convexo
- t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o convexo
- t-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo.
3.2 t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos
Este tipo t-boa iluminac¸a˜o caracteriza-se pela inexisteˆncia de obsta´culos, O = ∅, ou
pelo facto dos obsta´culos na˜o intersectarem o invo´lucro convexo do conjunto de luzes F ,
isto e´, O ∩ CH(F ) = ∅.
Definic¸a˜o 3.2 Sejam P um conjunto de n pontos de <2 e q ∈ <2. O n´ıvel de profundidade
de Tukey de q e´ definido por:
min{|P
⋂
β| : para todos os semiplanos β tais que q ∈ β}.
Neste caso, a regia˜o t-bem iluminada coincide com os n´ıveis de profundidade t do
conjunto de luzes, podendo estes ser calculados em tempo o´ptimo O(n2), [Claverol, 2004].
Os n´ıveis de profundidade sa˜o tambe´m designados por n´ıveis de profundidade de Tukey
[Tukey, 1975]. Desta forma, podemos concluir que e´ poss´ıvel determinar a regia˜o de
t-boa iluminac¸a˜o em O(n2). Na Figura 3.3 podemos ver uma regia˜o 2-bem iluminada
sem obsta´culos.
Assim, no caso de t = 1 a regia˜o t-bem iluminada coincide com o invo´lucro convexo
das n luzes.
Se forem conhecidos duas capas convexas de F (ver Figura 3.4), a regia˜o t-bem ilu-
minada pode ser constru´ıda em O(n). Como o custo computacional para determinar duas
22 t - boa iluminac¸a˜o
Figura 3.3: Regia˜o 2-bem iluminada por um conjunto de luzes.
Figura 3.4: Exemplo de duas capas convexas de F .
capas convexas de F (ver Figura 3.4) e´ O(n log n), o custo total para o ca´lculo da regia˜o
2-bem iluminada e´ O(n log n).
No cap´ıtulo 5, na secc¸a˜o 5.1 apresentamos em detalhe a implementac¸a˜o de um al-
goritmo para determinar a regia˜o t-bem iluminada por um conjunto F de n luzes. Esse
algoritmo resolve o problema para qualquer valor de t va´lido, ou seja, 1 ≤ t ≤ n/2.
3.3 t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos convexos
Nesta versa˜o do problema da determinac¸a˜o da regia˜o t-bem iluminada, as luzes esta˜o
colocadas sobre os ve´rtices de um pol´ıgono P convexo. Tendo em conta que na˜o existem
luzes dentro do pol´ıgono P , conclu´ımos que as luzes esta˜o em posic¸a˜o convexa.
Definic¸a˜o 3.3 Seja P um pol´ıgono convexo de n ve´rtices V = {v1, . . . , vn} e r ∈ Z,
0 ≤ r ≤ n. Designamos por r-nu´cleo e representamos por Kerr(P ) o conjunto
Kerr(P ) =
⋂
CH(V \{vi, . . . , v(i+(r−1))})
onde i e´ um ı´ndice c´ıclico de 1 a n.
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Em [Canales, 2004] foi provado o seguinte resultado.
Proposic¸a˜o 3.2 Seja P um pol´ıgono convexo com n ve´rtices V = {v1, . . . , vn}. A regia˜o








Figura 3.5: Nu´cleo do pol´ıgono convexo Ker2(P ) e, por conseguinte, regia˜o 3-bem ilumi-
nada pelas luzes-ve´rtice do pol´ıgono convexo.
Desta forma, podemos descrever a t-boa iluminac¸a˜o da seguinte forma:
Lema 3.1 Um ponto x de um pol´ıgono convexo P diz-se t-bem iluminado pelas n luzes-ve´rtice
de P se e so´ se x e´ elemento do semi-plano com fronteira vivi+t que na˜o conte´m o ve´rtice
vi+1, sendo i = 1, . . . , n um ı´ndice c´ıclico, ou seja, o ve´rtice vn e´ seguido do v1.
De forma similar a` t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos, quando t = 1, a regia˜o t-bem
iluminada coincide com o pro´prio pol´ıgono.
Tendo em conta a Proposic¸a˜o 3.2 e sabendo que e´ poss´ıvel calcular o t-nu´cleo de
um pol´ıgono convexo em tempo O(n), conclu´ımos que se pode construir a regia˜o t-bem
iluminada de um pol´ıgono convexo em tempo linear.
Teorema 3.1 A determinac¸a˜o da regia˜o t-bem iluminada pelas n luzes-ve´rtice de um pol´ı-
gono convexo P faz-se em tempo O(n).
3.4 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o convexos
Neste tipo de t boa iluminac¸a˜o consideramos apenas o caso de t = 2.Consideremos
agora que em vez de um pol´ıgono convexo temos um pol´ıgono na˜o convexo, mantendo-se
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a colocac¸a˜o dos focos de luz nos n ve´rtices V = {v1, . . . , vn}. Assim, deixamos de trac¸ar a
diagonal vivi+2 e passamos a determinar o caminho geode´sico [Toussaint, 1975], no interior





Figura 3.6: Regia˜o poligonal Hi definida pelo caminho geode´sico de vi a vi+2 e o ve´rtice
vi+1.
A regia˜o poligonal Hi definida por este caminho geode´sico e o ve´rtice vi+1 na˜o esta´
2-bem iluminada. Se considerarmos z ∈ Hi e um semi-plano cuja fronteira passa em z e na˜o
intersecta o caminho geode´sico de vi a vi+2, podemos concluir que esse semiplano conte´m
menos de duas luzes (ver Figura 3.6). Portanto, z na˜o esta´ 2-bem iluminado. Alargando
esta conclusa˜o, deduzimos que nenhum ponto de Hi esta´ 2-bem iluminado. Assim, podemos
afirmar que a regia˜o 2-bem iluminada esta´ contida na intersecc¸a˜o das regio˜es P\Hi, com
i = 1, 2, . . . , n. Podemos visualizar um exemplo da intersecc¸a˜o de regio˜es pol´ıgonais Hi na
Figura 3.7.
Figura 3.7: Intersec¸a˜o das regio˜es poligonais P\Hi de um pol´ıgono na˜o convexo.
No entanto, na intersecc¸a˜o das regio˜es P\Hi, i = 1, 2, . . . , n, existem pontos que na˜o
esta˜o 2-bem iluminados. Esses pontos fazem parte de triaˆngulos definidos pelas arestas
incidentes a ve´rtices coˆncavos. Seja z um ponto do triaˆngulo 4(va, vx, d) (ver Figura 3.8).
Considerando um semi-plano que passe em z e que seja paralelo a dva verificamos que esse
apenas conte´m um foco de luz vis´ıvel de z, vx. Portanto, z na˜o esta´ 2-bem iluminado.
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Figura 3.8: O ponto z na˜o esta´ 2-bem iluminado.
Em suma, podemos dizer que a regia˜o 2-bem iluminada de um pol´ıgono na˜o convexo
P e´ obtida pela eliminac¸a˜o de regio˜es poligonais Hi, por cada ve´rtice convexo de P , e de
um triaˆngulo por cada um dos lados incidentes a um ve´rtice coˆncavo. Na Figura 3.9, e´
apresentada a regia˜o 2-bem iluminada do pol´ıgono na˜o convexo da Figura 3.7 e 3.8.
Em [Canales, 2004] e´ descrito um algoritmo para construir a regia˜o 2-bem iluminada,







Figura 3.9: Regia˜o 2-bem iluminada de um pol´ıgono na˜o convexo.
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Algoritmo 2-boa iluminac¸a˜o de um pol´ıgono na˜o convexo
Entrada: Pol´ıgono P com n ve´rtices V = {v1, v2, . . . , vn} e um conjunto F de n luzes
F = {f1, f2, . . . , fn} colocadas nos ve´rtices de P .
Sa´ıda: Regia˜o 2-bem iluminada de P por F , W2(F, P ).
1. Construc¸a˜o das regio˜es poligonais Hi: Para cada ve´rtice i o caminho geode´sico
mı´nimo de vi ate´ vi+2. A regia˜o Hi corresponde a` area definida pelo caminho e pelo
ve´rtice vi+1.
2. Construc¸a˜o dos triaˆngulos adjacentes aos ve´rtices coˆncavos: Para cada
ve´rtice coˆncavo vx constroem-se dois triaˆngulos; cada triaˆngulo4(va, d, vx) constro´i-se
a partir da prolongac¸a˜o da aresta vavx, incidente a vx, ate´ que essa intersecte outra
aresta de P . O ponto de intersecc¸a˜o sera´ t. De seguida, roda-se o segmento vat, cen-
trado em va, ate´ encontrar o primeiro ve´rtice vis´ıvel vi. Este procedimento e´ repetido
para o segmento vxt, centrado em vx, ate´ encontrar o primeiro ve´rtice vis´ıvel vj (ver
Figura 3.8). Por fim, determina-se o ponto de intersecc¸a˜o d entre as rectas vxvj e
vavi. O triaˆngulo 4(va, vx, d) e´ uma regia˜o que na˜o esta´ 2-bem iluminada.
3. Remoc¸a˜o das regio˜es que na˜o esta˜o 2-bem iluminadas: Para obtermos a
regia˜o W2(F, P ) basta eliminar as regio˜es poligonais Hi, constru´ıdas no passo 1, e os
triaˆngulos adjacentes aos ve´rtices coˆncavos, determinados no passo 2.
Finalmente no trabalho de Cannales foi provado o seguinte resultado.
Teorema 3.2 [Canales, 2004] Seja P um pol´ıgono na˜o convexo com n ve´rtices e F um
conjunto de n luzes distribu´ıdas pelos ve´rtices de P . O algoritmo descrito acima constro´i
a regia˜o W2(F, P ) em tempo O(n
2).
3.5 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culos convexos
Nesta secc¸a˜o estudamos o ca´lculo da regia˜o 1-bem iluminada de um conjunto de k
luzes F = {f1, f2, . . . , fk} e um obsta´culo convexo P com n ve´rtices. Um exemplo deste
problema e´ apresentado na Figura 3.10.
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A seguinte proposic¸a˜o segue directamente da definic¸a˜o de t-boa iluminac¸a˜o (Definic¸a˜o
3.1).
Proposic¸a˜o 3.3 Um ponto x esta´ 1-bem iluminado por um conjunto de luzes F se existem











Figura 3.10: Conjunto de luzes no plano com um obsta´culo convexo.
O ca´lculo da regia˜o 1-bem iluminada e´ feita em dois passos. Primeiro e´ encontrada
uma regia˜o A, que na˜o e´ mais do que a intersecc¸a˜o de invo´lucros convexos determinados
pelas luzes e pelo obsta´culo, e de seguida procede-se a` determinac¸a˜o de outros pontos 1-bem
iluminados que na˜o foram contemplados em nenhum dos invo´lucros convexos calculados
anteriormente. Antes destes passos e´ efectuado um pre´-pocessamento em que as luzes sa˜o
ordenadas angularmente em redor do obsta´culo convexo. Este algoritmo e´ apresentado em
mais detalhe de seguida.
Algoritmo 1-boa iluminac¸a˜o de um pol´ıgono com obsta´culo convexo
Entrada: Pol´ıgono P com n ve´rtices V = {v1, v2, . . . , vn} e um conjunto F de k luzes
F = {f1, f2, . . . , fk} exteriores a P .
Sa´ıda: Regia˜o 1-bem iluminada por F , W1(F, P ).
1. Pre´-processamento: Comec¸a-se por prolongar os lados do obsta´culo convexo, ou
seja, trac¸a-se uma semi-recta assente em dois ve´rtices consecutivos do obsta´culo (ver
Figura 3.11). Este processo deve ser realizado no sentido positivo e negativo. De
seguida ordenam-se as luzes girando cada semi-recta, em ambos os sentidos.
2. Construc¸a˜o da regia˜o: A construc¸a˜o desta regia˜o passa primeiro pela deter-
minac¸a˜o de uma regia˜o A que que consiste na unia˜o dos invo´lucros convexos dinaˆmicos











Figura 3.11: Pre´-processamento em sentido negativo.
dos subconjuntos de F , determinados no pre´-processamento, linearmente separados
de P . De seguida, encontram-se os sectores que esta˜o 1-bem iluminados mas na˜o
fazem parte de A. Estes sectores sa˜o designados por Si. Desta forma, a regia˜o
1-bem iluminada por F sera´ A
⋃
Si, com i = 1, . . . , k. O processo e´ explicado mais
detalhadamente de seguida.
(a) Construc¸a˜o do primeiro convexo: A construc¸a˜o do primeiro convexo faz-se
de uma forma diferente. Comec¸a-se por trac¸ar uma recta t qualquer que conte-
nha uma aresta de P (ver Figura 3.12). Depois determinam-se quais as luzes que
esta˜o do lado da recta oposto ao do pol´ıgono e constro´i-se o primeiro invo´lucro
convexo com essas luzes.
t
Figura 3.12: Primeiro convexo da regia˜o A.
(b) Ca´lculo de A: A contruc¸a˜o de A, atrave´s do que foi dito atra´s, faz-se dinamica-
mente com a unia˜o de invo´lucros convexos. Esses invo´lucros convexos obteˆm-se
com a rotac¸a˜o da recta t em sentido negativo, sobre o obsta´culo. Sempre que a
recta atinge uma nova luz, determinam-se as luzes que esta˜o do lado exterior e
constro´i-se um novo invo´lucro convexo (ver Figura 3.13).
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t
Figura 3.13: Segundo convexo obtido com a rotac¸a˜o da recta t.
Este processo termina quando a recta t volta a` posic¸a˜o inicial, determinada em
(a).
Figura 3.14: Invo´lucros convexos constru´ıdos dinamicamente.
(c) Determinar os sectores internos Si: Para cada luz fi, constro´i-se a sua
recta de suporte ri, apoiada no obsta´culo (ver Figura 3.15) De seguida roda-se
essa recta sobre o obsta´culo ate´ que outra luz fj seja atingida. Calcula-se enta˜o
a recta de suporte rj dessa luz fj. A regia˜o determinada pelas duas rectas de
suporte e A esta´ tambe´m 1-bem iluminada e designa-se por Si. Assim, resta
fazer a unia˜o de A com todos os Si.
A ordenac¸a˜o angular das luzes usando a prolongac¸a˜o das arestas do obsta´culo convexo
pode ser calculada em tempo θ(k log k). A complexidade total do algoritmo e´ estabelecida
pelo seguinte teorema.






Figura 3.15: Uma das secc¸o˜es Si do problema.
Teorema 3.3 [Canales, 2004] Dado um conjunto F = {f1, f2, . . . , fk} de luzes, em posic¸a˜o
geral no plano, e um obsta´culo convexo P de n ve´rtices, a regia˜o 1-bem iluminada pode
calcular-se em tempo O(k(log n+ log k) + n).
De acordo com [Canales, 2004], a complexidade anterior e´ o´ptima se k ∈ O(n) ou se
k ∈ O(1). Assim, no primeiro caso, a complexidade passa a ser O(n log n). Mais ainda, se
o invo´lucro convexo de F e P sa˜o disjuntos, a regia˜o 1-bem iluminada e´ o pro´prio invo´lucro
convexo de F , sendo assim, esta complexidade temporal reduz-se a O(k log k), que e´ o
tempo o´ptimo para a construc¸a˜o de um invo´lucro convexo de k pontos.
Para ale´m destes tipos de problemas existem ainda outras variantes. No seguinte
cap´ıtulo apresentamos treˆs dessas variantes e explicamos os algoritmos utilizados.
Cap´ıtulo 4
Outras variantes da t-boa iluminac¸a˜o
A iluminac¸a˜o de qualidade e´ um problema de Geometria Computational que engloba
outros problemas para ale´m dos descritos no cap´ıtulo 3. De seguida apresentamos outros
problemas de t-boa iluminac¸a˜o que na˜o foram inclu´ıdos na aplicac¸a˜o desenvolvida mas que
consideramos importante analisar neste trabalho de dissertac¸a˜o.
4.1 3-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o convexo
Este problema e´ ideˆntico ao apresentado no subcap´ıtulo 3.4. No entanto, agora procu-
ramos uma regia˜o 3-bem iluminada e isso implica uma nova abordagem para a resoluc¸a˜o
do problema.
Como ja´ foi discutido, para determinar a regia˜o t-bem iluminada de um pol´ıgono e´
necessa´rio encontrar (e posteriormente remover) as regio˜es desse pol´ıgono que na˜o esta˜o
bem iluminadas. Neste caso, existem treˆs tipos distintos de regio˜es que na˜o esta˜o 3-bem
iluminadas. Sendo assim, a regia˜o 3-bem iluminada de um pol´ıgono na˜o convexo P coincide
com a regia˜o que resta apo´s a remoc¸a˜o de cada uma das regio˜es que na˜o esta˜o 3-bem
iluminadas de P .
O primeiro tipo de regia˜o (Tipo I ) e´ ana´logo a` regia˜o poligonal Hi referida no sub-
cap´ıtulo 3.4, ou seja, e´ a regia˜o determinada pelo caminho geode´sico (caminho de menor
cumprimento entre dois ve´rtices) entre os ve´rtices vi e vi+3 e os ve´rtices vi+1 e vi+2, supondo
que o pol´ıgono tem n ve´rtices e i = 1, . . . , n e´ um ı´ndice c´ıclico, por exemplo, o ve´rtice vn
e´ seguido do v1. (ver Figura 4.1).
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Os pontos que pertencem a Hi, como vimos anteriormente, na˜o esta˜o 3-bem iluminados
pois um semiplano que tenha um ponto z ∈ Hi na sua fronteira e na˜o intersecte o caminho







Figura 4.1: Regia˜o poligonal Hi definida pelo caminho geode´sico de vi a vi+3 e os ve´rtices
vi+1 e vi+2.
De seguida, procede-se a` determinac¸a˜o de regio˜es semelhantes aos triaˆngulos adjacentes
aos ve´rtices coˆncavos do subcap´ıtulo 3.4 (regia˜o do Tipo II ). Neste caso, para cada aresta
incidente a um ve´rtice coˆncavo determinam-se regio˜es semelhantes a uma serra dentada.
Para cada aresta vavx incidente ao ve´rtice vx, prolonga-se o segmento vavx ate´ intersectar o
pol´ıgono num ponto que designamos por t (ver Figura 4.2). De seguida, roda-se o segmento
vxt com centro em vx e o segmento vat com centro em t em sentidos opostos ate´ que atinjam








Figura 4.2: Segmentos de recta trac¸ados para a construc¸a˜o de uma zona de Tipo II.
Se os ve´rtices vi, vi′ e vj′ forem consecutivos, os triaˆngulos determinados pelo segmento
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Figura 4.3: Regia˜o do Tipo II para o ve´rtice coˆncavo vx, com os ve´rtices vi, vi′ e vj′
consecutivos.
Por sua vez, se os ve´rtices vi, vi′ e vj′ na˜o sa˜o consecutivos, alguns dos pontos dos
triaˆngulos determinados anteriormente podem estar 3-bem iluminados. Seja h′ o ve´rtice de
P entre vi′ e vj′ que na˜o veˆ o ve´rtice va e e´ o mais pro´ximo do segmento vi′va. Se a recta
definida pela aresta vh′vi′ corta o triaˆngulo definido por vxva, vavj′ e vivx, os pontos desse
triaˆngulo que esta˜o acima de vh′vi′ esta˜o 3-bem iluminados (ver Figura 4.4). O mesmo se
passa para o ve´rtice vh se a recta definida pela aresta vhvi intersectar o triaˆngulo definido
por vxva, vavi
′ e vjvx.
No entanto, ha´ duas observac¸o˜es a ter em conta no ca´lculo desta regia˜o:
i. Se o ve´rtice vj ou vj′ na˜o existe, enta˜o os triaˆngulos correspondentes na˜o sa˜o considerados.
ii. Se os triaˆngulos definido por vxva, vavj′ e vivx e por vxva, vavi
′ e vjvx na˜o esta˜o total-
mente contidos em P , consideramos apenas a parte contida em P .
Este processo repete-se para todas as arestas incidentes a ve´rtices coˆncavos do pol´ıgono.
Por fim, resta eliminar as zonas de terceiro tipo (Tipo III ). Estas regio˜es esta˜o asso-
ciadas a arestas incidentes a dois ve´rtices coˆncavos. Para cada aresta vxvy, tal que vx e vy
sa˜o ve´rtices coˆncavos, efectua-se um prolongamento em ambos os sentidos ate´ que se atinja
a fronteira de P nos pontos t e t′ (ver Figura 4.4). Suponhamos que a aresta e´ horizontal e
o interior de P esta´ acima dela. Comec¸amos por girar, em sentido positivo, o segmento de









Figura 4.4: Regia˜o do Tipo II para o ve´rtice coˆncavo vx, com os ve´rtices vi, vi′ e vj′ na˜o
consecutivos.
recta vxt com centro em vx ate´ que seja alcanc¸ado outro ve´rtice de P , que designamos por
va. Trac¸amos enta˜o a semi-recta vavx. Em sentido negativo, giramos o segmento vyt′ ate´
ao pro´ximo ve´rtice de P e trac¸amos a semi-recta va′vy. Estas duas rectas e a aresta vxvy
definem enta˜o o triaˆngulo T . Neste triaˆngulo podem ainda existir pontos 3-bem ilumina-
dos. O triaˆngulo T pode ser cortado pelo invo´lucro convexo inferior1 de todos os pontos de
P acima da recta vxvy, C. Por exemplo, na Figura 4.5, C corta o triaˆngulo T . Os pontos






Figura 4.5: Regia˜o do Tipo III para a aresta vxvy.
1Parte inferior do invo´lucro convexo definido por um conjunto de ve´rtices.
Outras variantes da t-boa iluminac¸a˜o 35
Conclu´ımos assim que o triaˆngulo definido pela aresta vxvy, as rectas vavx e va′vy e o





Figura 4.6: Regia˜o do Tipo III no pol´ıgono da Figura 4.2 e Figura 4.3.
Teorema 4.1 [Abellanas et al., 2005] Seja P um pol´ıgono com n ve´rtices e um conjunto de
luzes F = {f1, . . . , fn} situadas nos ve´rtices de P. Um ponto de P esta´ 3-bem iluminado se
na˜o pertence a nenhuma das zonas do tipo I, II ou III. A regia˜o 3-bem iluminada W3(F, P )
pode construir-se em tempo O(n2).
4.2 2-boa iluminac¸a˜o com um obsta´culo convexo
Seja P um pol´ıgono convexo de n ve´rtices e F um conjunto de k luzes, tal que P e´ um
obsta´culo a` iluminac¸a˜o por F (ver Figura 3.7). Estamos portanto, perante o mesmo tipo de
problema que ja´ foi estudado no subcap´ıtulo 3.5. No entanto, nesta secc¸a˜o, apresentamos
as ideias gerais para o ca´lculo da regia˜o 2-bem iluminada2. Este processo e´ bastante
semelhante ao descrito anteriormente para a determinac¸a˜o da regia˜o W1(F, P ).
Assim, a construc¸a˜o e´ efectuada em duas fases distintas: obtenc¸a˜o dos segundos n´ıveis
de profundidade de cada subconjunto de F , cuja intersecc¸a˜o com P e´ o vazio; e deter-
minac¸a˜o de pontos 2-bem iluminados por luzes na˜o vis´ıveis entre si. De seguida apresen-
tamos o mecanismo utilizado em mais detalhe.
Numa fase de pre´-processamento, as luzes de F sa˜o ordenadas angularmente, em ambos
2O algoritmo apresentado neste subcap´ıtulo esta´ ainda em desenvolvimento.
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os sentidos, a` volta de P . A ordenac¸a˜o obtida coincide com o aparecimento e desapareci-












Figura 4.7: Exemplo de um problema de iluminac¸a˜o com um obsta´culo convexo.
A pro´xima etapa corresponde a` primeira fase do algoritmo. Seja x o ve´rtice de P
com menor abcissa e r a recta que passa pela aresta incidente a x, em sentido negativo.
Comec¸amos por construir a regia˜o 2-bem iluminada usando as luzes que se encontram no
lado da recta r contra´rio ao de P . Os restantes n´ıveis de profundidade sa˜o determinados
dinamicamente, girando a recta r em redor de P a cada iterac¸a˜o (ver Figura 3.8). Sempre
que r atinge um novo foco de luz de F , verifica-se se o novo n´ıvel de profundidade intersecta
P . Caso esta intersecc¸a˜o na˜o se verifique, procede-se a` procura da pro´xima luz a ser atingida
por r. Caso contra´rio, elimina-se o ponto mais a` esquerda e recalcula-se o segundo n´ıvel de
profundidade. O processo termina quando r regressa a` posic¸a˜o inicial. A zona determinada












Figura 4.8: Segundo n´ıvel de profundidade das luzes f1, . . . , f6.
O custo computacional das k actualizac¸o˜es dos segundos n´ıveis de profundidade e´
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O(k log k). Ale´m disso, como em cada passo uma ou mais rectas intersectam P , O(log n)
e como por cada intersecc¸a˜o se elimina uma luz de F , temos um acre´scimo de tempo
O(k log n). Assim, a complexidade total desta etapa e´ O(k log(kn)) [Abellanas et al., 2005].
Na segunda fase e´ adicionada, a` regia˜o determinada na primeira etapa, uma nova regia˜o
2-bem iluminada, por cada uma das luzes de F , ou seja, o conjunto de pontos iluminados
por fi e dois focos de luz na˜o vis´ıveis de fi. Para a determinac¸a˜o destas novas regio˜es
e´ primeiro necessa´rio determinar uma regia˜o 2-bem iluminada por F caso na˜o existisse o
obsta´culo P . Esta regia˜o sera´ representada por S.
Seja ri a recta de suporte de fi em relac¸a˜o a P . No sentido negativo, gira-se a recta
ri ate´ que seja alcanc¸ada outra luz, fj. Para fj, trac¸a-se a recta de suporte rj e roda-se
a mesma, em sentido positivo, ate´ a uma pro´xima luz ft ou ate´ fi se na˜o for encontrada
outra luz antes (ver Figura 3.9). Temos enta˜o uma nova regia˜o determinada pelas rectas
de suporte rj e rt (ou ri). Se a intersecc¸a˜o destas rectas ocorre num ponto de S, a regia˜o
limitada pela fronteira de S e pelas rectas de suporte esta´ 2-bem iluminada. Se o ponto de













Figura 4.9: Construc¸a˜o das regio˜es do Tipo II.
A regia˜o S pode ser constru´ıda em O(k log k). Por sua vez, as rectas de suporte sa˜o
calculadas em O(k+n) e a intersecc¸a˜o, se for interior a S, em O(k log n). Assim, as regio˜es
desta segunda etapa calculam-se em tempo O(k + n+ k log n).
Juntando os tempos das duas fases obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 4.2 [Abellanas et al., 2005] A regia˜o 2-bem iluminada do plano por um conjunto
de luzes F = {f1, . . . , fk} com um obsta´culo convexo P de n ve´rtices constro´i-se em tempo
O(k log(kn) + n).
4.3 Iluminac¸a˜o por triaˆngulos
Em 2003, Smith e Evans [Evans & Smith, 2003] introduziram a iluminac¸a˜o por triaˆn-
gulos ou 4-vigilaˆncia. Segundo a definic¸a˜o que apresentaram, dizemos que um pol´ıgono
P esta´ 4-guardado por um conjunto de guardas se cada ponto x ∈ P esta´ contido num
triaˆngulo determinado por treˆs guardas que veˆem x. Se a fronteira de P for transparente,
enta˜o e´ poss´ıvel 4-guardar P com um conjunto mı´nimo de guardas; basta colocar um
guarda em cada ve´rtice do invo´lucro convexo de P . Mas neste trabalho, Smith e Evans
estudaram mais duas variantes. Na primeira, analisaram a 4-vigilaˆncia de um pol´ıgono P
no qual os guardas sa˜o posicionados num pol´ıgono Q, tal que P ⊂ Q. Admitindo que P e
Q possuem fronteiras transparentes, apresentaram um algoritmo polinonial que determina
o nu´mero mı´nimo de guardas e a sua colocac¸a˜o em Q por forma a que P fique 4-guardado.
Na segunda variante, estudaram o caso em que a fronteira de P e´ opaca e provaram que
4-guardar P e´ um problema NP-Dif´ıcil, isto e´, na˜o se conhece uma soluc¸a˜o polinomial
para o problema.
4.3.1 Pol´ıgonos com fronteiras transparentes
Esta variante tem como objectivo 4-guardar um pol´ıgono P , com fronteira transpa-
rente, contido num pol´ıgono simples Q, cuja fronteira tambe´m e´ transparente. Assim, sejam
P e Q dois pol´ıgonos em <2, com fronteiras transparentes, tais que P ⊂ Q e |P |+ |Q| = n.
A questa˜o que se coloca e´: qual e´ o conjunto mı´nimo de guardas e onde colocar esses
guardas de modo a 4-guardar P?
A soluc¸a˜o apresentada por Evans e Smith e´ baseada no algoritmo de procura de
“min-link separators”entre dois pol´ıgonos convexos [Aggarwal et al., 1989]. Desta forma
apresentamos de seguida um conjunto de definic¸o˜es e lemas para uma melhor compreensa˜o
do problema.
Definic¸a˜o 4.1 Designam-se por regio˜es admiss´ıveis, as zonas interiores a Q que na˜o esta˜o
contidas no invo´lucro convexo de P .
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Um exemplo desta definic¸a˜o pode ser visualizado na Figura 4.10, onde as regio˜es
admiss´ıveis esta˜o representadas a cinzento mais claro.
Q
P
Figura 4.10: O pol´ıgono P esta´ colorido a cinzento escuro. A cinzento interme´dio esta´
representado o CH(P ). E a cinzento mais claro esta˜o as regio˜es admiss´ıveis.
De seguida estabelecemos a relac¸a˜o destas regio˜es com a posic¸a˜o dos guardas do con-
junto de cardinalidade mı´nima que 4-guardam P .
Lema 4.1 [Evans & Smith, 2003] Todos os guardas que fazem parte do conjunto de guar-
das de cardinalidade mı´nima que 4-guardam P encontram-se nas regio˜es admiss´ıveis.
Podemos enta˜o dizer que os guardas teˆm que estar em Q. Assim, para que todos os
pontos de P estejam 4-guardados, o CH(P ) tem que estar contido no invo´lucro convexo
do conjunto de guardas. Mais ainda, como se pretende que o conjunto de guardas tenha
cardinalidade mı´nima, os guardas estara˜o em posic¸a˜o convexa e sera˜o exteriores ao CH(P ).
De seguida apresentamos a noc¸a˜o de separador admiss´ıvel.
Definic¸a˜o 4.2 Seja CH(P ) o invo´lucro convexo de P . O pol´ıgono que conte´m CH(P ) e
cujos se encontram em regio˜es admiss´ıveis, e´ denominado por separador admiss´ıvel.
Seguindo esta definic¸a˜o, podemos entender separador admiss´ıvel como um pol´ıgono
que separa o invo´lucro convexo de P , CH(P ), e o invo´lucro convexo de Q, CH(Q). O
separador admiss´ıvel mı´nimo e´ o separador admiss´ıvel com menor nu´mero de arestas.
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Lema 4.2 [Evans & Smith, 2003] Um pol´ıgono K e´ um separador admiss´ıvel mı´nimo se e
so´ se os seus ve´rtices formam um conjunto mı´nimo de 4-vigilaˆncia.
Pelo lema anterior, encontrar o conjunto de cardinalidade mı´nima de guardas que
4-guardam P e´ equivalente a determinar o “minimal legal separator”.
Definic¸a˜o 4.3 Dizemos que uma tangente l ao pol´ıgono P e´ uma tangente esquerda se P
ficar a` esquerda de l, no sentido positivo.
Definic¸a˜o 4.4 Sejam P e Q pol´ıgonos simples, tais que P ⊂ Q. Seja ainda l uma tangente
esquerda de P e Rl a parte de Q que esta´ sobre ou a` direita de l. Se e for uma aresta de
CH(P ) enta˜o passamos a escrever Re para denotar Rl, onde l coincide com e.
Desta forma,
Lema 4.3 [Aggarwal et al., 1989] Para toda a tangente esquerda l de P , Rl conte´m pelo
menos um ve´rtice de qualquer separador admiss´ıvel.
Em [Evans & Smith, 2003] encontra-se a demonstrac¸a˜o deste lema. De seguida defini-
mos ponto extremo de uma tangente esquerda.
Definic¸a˜o 4.5 O ponto extremo de uma tangente esquerda l e´ o ponto p ∈ Rl, tal que o
aˆngulo formado com l e´ o maior poss´ıvel.
Partindo da definic¸a˜o de ponto extremo vamos descrever o me´todo de determinac¸a˜o
de um pol´ıgono extremo.
Seja a /∈ CH(P ). O pol´ıgono extremo Ta e´ obtido da seguinte forma:
i. O ve´rtice v1 coincide com o ponto a.
ii. Os ve´rtices vi+1 sa˜o obtidos pela determinac¸a˜o da recta tangente esquerda l de P a
partir do ve´rtice vi, i = 1, . . . , n, onde i e´ um ı´ndice c´ıclico. A cada iterac¸a˜o o ponto
extremo de l e´ vi+1. O processo termina quando o segmento de recta vk+1a na˜o
intersectar P .
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iii. O pol´ıgono Ta e´ definido pelo conjunto de ve´rtices V = {v1, . . . , vk}.
Tal como vemos na Figura 4.11, um pol´ıgono extremo pode na˜o ser convexo. No
entanto, podemos dizer que um pol´ıgono extremo tem no ma´ximo mais um ve´rtice que o









Figura 4.11: Pol´ıgono extremo Ta = {a, v2, v3, v4, v5}. O ponto v3 e´ escolhido de forma a
maximizar o aˆngulo α.
Para uma aresta e do CH(P ), Be e´ o conjunto de pontos p ∈ Re, que tenham uma
tangente esquerda l de P , tais que os outros pontos de Re na tangente estejam entre p e o
ponto de intersecc¸a˜o de l e P . Assim,
Lema 4.4 [Evans & Smith, 2003] Para cada aresta e do invo´lucro convexo de P , CH(P ),
existe um separador admiss´ıvel mı´nimo que e´ o pol´ıgono extremo Ta, a ∈ Be.
Em [Evans & Smith, 2003], podemos encontrar o processo que determina um separador
admiss´ıvel mı´nimo.
A determinac¸a˜o desse separador admiss´ıvel mı´nimo pode ser realizada em O(nk log n),
sendo k o primeiro ı´ndice que na˜o obdece ao passo ii. descrito acima.
Assim, se o pol´ıgono P que tiver uma fronteira transparente podemos 4-guarda´-lo se
colocarmos um guarda em cada ve´rtice do pol´ıgono extremo mı´nimo.
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4.3.2 Pol´ıgono com fronteira opaca
Encontrar um conjunto de cardinalidade mı´nima de guardas que 4-guardam um
pol´ıgono P , com fronteira opaca, e´ um problema bastante mais complicado que o ante-
rior. Na realidade na˜o se conhece nenhum algoritmo polinomial que resolva este problema.
Desta forma, o seguinte teorema estabelece que este problema e´ NP-Completo.
Teorema 4.3 [Evans & Smith, 2003] Decidir se k guardas colocados em ve´rtices4-guardam
um pol´ıgono simples P , com fronteira opaca, e´ um problema NP-Completo.
Este resultado foi obtido pela reduc¸a˜o ao problema 3SAT [Evans & Smith, 2003], ba-
seado na tradicional reduc¸a˜o do problema de iluminac¸a˜o com guardas em ve´rtices de um
pol´ıgono simples [O’Rourke, 1987] e [Lee & Lin, 1986].
Para ale´m destes problemas de iluminac¸a˜o de qualidade existem outros que na˜o foram
referidos nesta dissertac¸a˜o.
De seguida explicamos a implementac¸a˜o usada na aplicac¸a˜o, assim como os resultados
obtidos numa fase de testes.
Cap´ıtulo 5
Aplicac¸a˜o
Para a implementac¸a˜o dos problemas descritos no Cap´ıtulo 3, foi desenvolvida uma
aplicac¸a˜o com uma interface gra´fica. O desenvolvimento dessa aplicac¸a˜o foi realizado no
ambiente Netbeans IDE 6.0, utilizando a linguagem de programac¸a˜o Java (jre 1.6.0 05 e jdk
1.6.0 04). Esta aplicac¸a˜o possibilita determinar regio˜es t-bem iluminadas a partir de um
conjunto de dados de entrada que representam a posic¸a˜o (x, y) de cada fonte de luz. Esses
dados dependem do problema que esta´ a ser tratado e podem ser introduzidos directamente
na zona criada para esse efeito na aplicac¸a˜o ou atrave´s da leitura de um ficheiro com
dados previamente gravados. Ale´m disso e´ poss´ıvel gerar problemas aleatoriamente1. Neste
cap´ıtulo apresentamos alguns pontos relevantes relacionados com a aplicac¸a˜o, assim como
a sua implementac¸a˜o e a ana´lise dos resultados obtidos.
5.1 Implementac¸a˜o
Neste subcap´ıtulo sera´ explicada a estrutura de dados usada na implementac¸a˜o da
aplicac¸a˜o, assim como a sua estrutura, os recursos usados e, ainda, os casos de uso. A
definic¸a˜o da interface gra´fica da aplicac¸a˜o foi desenvolvida com recurso a`s bibliotecas swing
e awt.
1A gerac¸a˜o utilizada foi desenvolvida por Sofia Ramos [Ramos, 2008].
43
44 Aplicac¸a˜o
5.1.1 Estrutura de dados
A estrutura de dados utilizada na aplicac¸a˜o e´ constitu´ıda por treˆs tipos de dados:
Point, Set e Polygon. De seguida descrevemos em detalhe estes tipos de dados usados quer
na implementac¸a˜o dos algoritmos, quer no desenvolvimento da interface gra´fica.
Point
A classe Point (ver Figura 5.1) foi criada com o intuito de representar um ponto no
plano e as suas caracter´ısticas. Desta forma, uma instaˆncia do tipo Point possui dois
atributos do tipo Double, x e y, tal que x representa o valor da abcissa e y o valor da
ordenada.
A classe Point tem tambe´m o me´todo equals. Este me´todo recebe como paraˆmetro
outra instaˆncia da classe Point e verifica se os dois objectos sa˜o iguais, ou seja, se as
ordenadas sa˜o iguais e se as abcissas coincidem.










Figura 5.1: Atributos e me´todos da classe Point.
Set
Tal como o nome sugere, a classe Set representa um conjunto (ver Figura 5.2). Neste
caso espec´ıfico, define um tipo de objecto que na˜o e´ mais do que um conjunto de instaˆncias
da classe Point. Assim, o u´nico atributo desta classe, set, e´ uma lista de Point
(LinkedList<Point>).
A classe LinkedList, da API (emphApplication Programming Interface) Java, possui
um me´todo contains, que verifica se uma instaˆncia do tipo Object e´ elemento da lista.






contains(Point p) - boolean
Figura 5.2: Atributos e me´todos da classe Set.
na memo´ria do computador. Assim podem existir duas instaˆncias cujos atributos teˆm
valores iguais, mas que esta˜o em diferentes locais na memo´ria. Desta forma, me´todo con-
tains verifica apenas se na lista existe um elemento cuja morada na memo´ria e´ igual a`
refereˆncia da instaˆncia que recebeu como paraˆmetro. No entanto, precisamos de outro tipo
de comparac¸a˜o para os nossos problemas. Como e´ o´bvio, na˜o faz sentido colocar duas
luzes exactamente no mesmo ponto, pois isso na˜o melhora a qualidade de iluminac¸a˜o de
uma regia˜o. Assim, garantimos que tal na˜o acontece com a definic¸a˜o de um novo me´todo
contains. Este me´todo verifica se uma instaˆncia Point existe na lista comparando o valor
dos seus atributos.
Polygon
Por fim, a classe Polygon e´ ideˆntica a` classe Set. Possui tambe´m um u´nico atributo,
polygon do tipo LinkedList<Point>, e o me´todo contains (ver Figura 5.3). Os objectos
desta classe representam pol´ıgonos. Os elementos de polygon simbolizam os ve´rtices do






contains (Point p) - boolean
Figura 5.3: Atributos e me´todos da classe Polygon.
Estas classes encontram-se agrupadas num pacote (package) que na aplicac¸a˜o foi de-
signado por tboailuminacao.dao.
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Ale´m destas classes, foram usadas mais treˆs classes da API Java (java.util), para a
modelac¸a˜o dos dados. Duas dessas classes sa˜o subclasses da classe List (classe abstracta).
A ArrayList constitui uma pilha, os dados sa˜o armazenados por ordem de chegada, e podem
existir elementos repetidos. Uma LinkedList, tal como o nome indica, e´ uma lista ligada
que inclui todas as funcionalidades que a caracterizam este tipo de lista. Por sua vez, a
classe HashMap e´ uma subclasse da classe Map (classe abstrata). Cada elemento de um
HashMap e´ composto por uma chave e por um valor, sendo a chave o identificador do
elemento. Como se trata de um HashMap os seus elementos sa˜o mantidos pela ordem em
que foram adicionados.
5.1.2 Estrutura da aplicac¸a˜o
A aplicac¸a˜o desenvolvida, e´ constitu´ıda por um conjunto de classes com funcionalida-
des muito espec´ıficas. Assim, temos classes que definem tipos de dados, e a estrutura e
funcionalidade da aplicac¸a˜o, classes com os algoritmos de resoluc¸a˜o dos problemas e, ainda,
classes abstractas que conteˆm me´todos auxiliares.
A classe TBoaIluminacaoApp, subclasse da classe SingleFrameApplication, tem como
func¸a˜o iniciar a aplicac¸a˜o e, sempre que e´ necessa´rio, e´ tarefa desta classe inicializar todas
as mensagens e estados da aplicac¸a˜o.
Na classe TBoaIluminacaoView esta˜o implementadas todas as funcionalidades da apli-
cac¸a˜o. Esta classe e´ uma subclasse da classe FrameView da API Java. Assim, e´ nesta classe
que esta˜o definidos todos os elementos da aplicac¸a˜o e as respectivas funcionalidades.
Por sua vez, existem mais quatro classes que definem as janelas de mensagens e a ja-
nela que permite abrir e guardar ficheiros. Essas classes sa˜o: TBoaIluminacaoMessageBox ,
TBoaIluminacaoErrorBox , TBoaIluminacaoAboutBox e TBoaIluminacaoFileBox . Na classe
TBoaIluminacaoMessageBox foram definidas mensagens de aviso ao utilizador. Sempre que
ocorre um erro, a classe TBoaIluminacaoErrorBox devolve uma janela com a indicac¸a˜o do
erro que ocorreu. A classe TBoaIluminacaoAboutBox define uma janela com as carac-
ter´ısticas da aplicac¸a˜o. As actividades de abrir ficheiros e guardar um problema sa˜o con-
troladas pela classe TBoaIluminacaoFileBox. No entanto, o processamento da informac¸a˜o
contida nos ficheiros de leitura e´ realizada numa classe abstracta demoninada TBoaIlumi-
nacaoInputOutPut. O mesmo acontece com a informac¸a˜o a exportar para um ficheiro. A
extensa˜o usada, quer na leitura como na escrita, e´ .csv (comma separated value).
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Cada algoritmo, para a determinac¸a˜o das regio˜es t-bem iluminadas, foi implemen-
tado na respectiva classe. Assim, temos mais quatro classes: SObs, ConvexPolygon,
ArbitraryPolygon e CObs.
Os me´todos auxiliares, comuns aos algoritmos das classes anteriores, foram definidos
tambe´m em classes abastractas. Nestes me´todos inclui-se um algoritmo para determinar
o invo´lucro convexo de um conjunto de pontos (implementac¸a˜o do algoritmo de Graham
[Graham, 1972]), um algoritmo de ordenac¸a˜o angular de pontos, um conjunto de me´todos
para calcular pontos de intersecc¸a˜o e me´todos simples como, por exemplo, determinar a
orientac¸a˜o de treˆs pontos.
Estas classes encontram-se distribuidos em diferentes packages, segundo as suas funci-
onalidades, como podemos ver na figura 5.4.
Figura 5.4: Packages e respectivas classes da aplicac¸a˜o.
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5.1.3 Casos de Uso
A aplicac¸a˜o desenvolvida, para ale´m de determinar as regio˜es com t-boa iluminac¸a˜o,
possui um conjunto de funcionalidades e opc¸o˜es que visam uma melhor interacc¸a˜o entre o














Figura 5.5: Casos de uso da aplicac¸a˜o.
Como foi referido, a aplicac¸a˜o permite a resoluc¸a˜o de quatro tipos de problemas de
t-boa iluminac¸a˜o. Desta forma, cabe ao utilizador escolher que tipo de problema pretende
resolver, seleccionando no menu Problemas o tipo pretendido (ver Figura 5.6), ou seja,
t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos, t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono convexo, 2-boa iluminac¸a˜o
em pol´ıgono na˜o convexo e 1-boa iluminac¸a˜o com um obsta´culo convexo.
Figura 5.6: opc¸o˜es do menu Problemas.
Ale´m disso, a aplicac¸a˜o fornece um conjunto de treˆs opc¸o˜es: Gerar, Grelha e Alcance
Limitado (ver Figura 5.7). A opc¸a˜o Gerar permite gerar problemas. De acordo com a opc¸a˜o
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seleccionada, e´ apresentado no painel de desenho um problema gerado aleatoriamente,
sempre que o mesmo seja solicitado. A soluc¸a˜o e´ calculada da mesma forma. E´ importante
destacar que sempre que esta opc¸a˜o for seleccionada pelo utilizador, o painel de desenho
fica inactivo pelo que na˜o e´ poss´ıvel introduzir qualquer elemento geome´trico adicional,
para ale´m dos que sa˜o gerados previamente.
Figura 5.7: opc¸o˜es do menu Problemas.
Por sua vez, o utilizador pode tambe´m seleccionar a opc¸a˜o Grelha. Quando seleccio-
nada, esta opc¸a˜o permite adicionar no painel de desenho uma grelha que e´ redimensiona´vel
pelo utilizador, de acordo com a escala pretendida para o desenho (ver Figura 5.8).
Figura 5.8: Painel de desenho com grelha.
A opc¸a˜o de Alcance Limitado esta´ directamente relacionada com a noc¸a˜o de alcance
limitado, descrito no subcap´ıtulo 2.4. Esta opc¸a˜o simula o alcance limitado das luzes,
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desenhando a a´rea de iluminac¸a˜o de cada luz, segundo um raio definido pelo utilizador (ver
Figura 5.9).
Figura 5.9: Luzes com alcance limitado.
A aplicac¸a˜o permite ainda a importac¸a˜o e exportac¸a˜o de dados. Ou seja, e´ poss´ıvel
abrir um ficheiro, formatado segundo as regras desta aplicac¸a˜o, que reproduz o problema
no painel de desenho da aplicac¸a˜o. Os dados que figuram no ficheiro podem modelar um
problema incompleto. Caso esteja completo, a inclusa˜o de dados fica conclu´ıda e procede-se
ao ca´lculo da regia˜o bem iluminada. Se o problema se encontrar incompleto, o utilizador
pode acrescentar dados usando para isso o painel de desenho da aplicac¸a˜o. Ale´m disto,
o problema importado de um ficheiro pode tambe´m ja´ estar resolvido, sendo apresentada
no ecra˜ a sua resoluc¸a˜o. De forma ana´loga, tambe´m e´ poss´ıvel guardar um problema
em qualquer momento, resumindo a aplicac¸a˜o foi modelada para permitir armazenar um
conjunto de dados de entrada por processar ou um problema resolvido (ver Figura 5.10).
Cada ficheiro tem apenas um problema cuja informac¸a˜o e´ guardada da seguinte forma:
nu´mero de identificac¸a˜o do problema e respectivo nome, lista das coordenadas de cada uma
das luzes e, caso ja´ tenha sido determinada a regia˜o bem iluminada, lista das coordenadas
que definem a regia˜o.
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Figura 5.10: Ficheiro com os dados de um problema de t-boa iluminac¸a˜o e respectiva
soluc¸a˜o.
5.1.4 Recursos
Esta aplicac¸a˜o foi desenvolvida num computador porta´til Toshiba A200-1GB, com as
seguintes caracter´ısticas de hardware:
• processador Intelr CoreTM 2 Duo CPU T7300
• 2GB de RAM
• 200GB de disco r´ıgido
Os recursos de software utilizados foram os seguintes:
• sistema operativo Windows Vista Home Premium de 32 bits
• NetBeans IDE 6.0
• Java (jre 1.6.0 05 e jdk 1.6.0 04)
5.2 Resultados
Neste subcap´ıtulo apresentamos um conjunto de testes realizados sobre o tempo de
execuc¸a˜o dos algoritmos implementados num conjunto de problemas gerados aleatoria-
mente. Tendo em conta que a posic¸a˜o das luzes tambe´m interfere no tempo execuc¸a˜o, os
resultados apresentados sa˜o valores relativos.
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5.2.1 t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos
Neste problema existem duas varia´veis que influenciam claramente o tempo de execuc¸a˜o:
o nu´mero de luzes n e o valor de t. Para avaliarmos o impacto destes varia´veis na construc¸a˜o
da regia˜o t-bem iluminada, considera´mos conjuntos de luzes cujas cardinalidades variam
entre 10 e 100, n = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, e 4 valores para t, t = 2, 3, 4, 9. Os
tempos de execuc¸a˜o, em milisegundos, sa˜o apresentados na Tabela 5.1. Como o valor de t
tem que pertencer ao intervalo [1, n/2], o problema da 10-boa iluminac¸a˜o com 10 luzes na˜o
pode ser colocado.
Luzes t = 2 t = 3 t = 4 t = 10
10 0,294731 0,365689 0,401727 —
20 2,718502 2,768787 3,225201 5,77438
30 3,978091 4,030823 4,352508 6,651791
40 7,700351 7,852325 8,184839 9,086351
50 15,881348 18,439634 18,90771 19,072955
60 31,618195 32,096607 35,848341 42,952176
70 54,294892 57,103835 57,973611 59,40755
80 85,700557 91,5032 94,767212 97,543054
90 124,355264 131,006804 136,76382 145,426653
100 139,325878 157,398217 162,125354 182,55373
Tabela 5.1: Tempos de execuc¸a˜o para problemas de t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos.
Ao observamos estes valores conclu´ımos que um aumento da cardinalidade do conjunto
de luzes implica um aumento no tempo de execuc¸a˜o. No entanto, o aumento do valor de
t na˜o produz aumentos considera´veis de tempo. Podemos visualizar isso com o gra´fico da
Figura 5.11. Mais ainda, e´ poss´ıvel verificar que as curvas teˆm pequenas oscilac¸o˜es que se
explicam com a aleatoriadade da posic¸a˜o das luzes. No entanto, no intervalo [90, 100] ha´
um decre´scimo da taxa de aumento do tempo de execuc¸a˜o para os quatro valores de t. Tal
podera´ indicar que para valores de n superiores a 100 o tempo de execuc¸a˜o estabeliza.
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Figura 5.11: Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o para diferentes valores de t e nu´mero de luzes.
5.2.2 t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos convexos
Da mesma forma que na subsecc¸a˜o anterior, para esta classe de problemas faz sentido
estudarmos as implicac¸o˜es de um aumento de nu´mero de luzes e/ou do valor de t no
tempo de execuc¸a˜o. Na Tabela 5.2 apresentamos os valores do tempo de execuc¸a˜o para
10, 20, . . . , 100 luzes e t = 2, 3, 4, 10.
Luzes t = 2 t = 3 t = 4 t = 10
10 0,263372 0,287467 0,303112 —
20 0,747301 0,997403 1,243105 3,545645
30 2,193156 3,336458 4,185239 6,752744
40 5,192489 8,190845 11,223353 15,602193
50 9,200052 14,340719 19,418948 32,616505
60 12,618154 22,007615 28,066137 58,324662
70 15,834542 26,312073 37,445681 67,639742
80 20,675254 29,554455 38,178665 72,410181
90 24,753945 32,485482 40,484784 75,758357
100 27,948374 38,363475 45,854585 80,343445
Tabela 5.2: Tempos de execuc¸a˜o para problemas de t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono convexo.
Tal como no problema anterior, na˜o existe um tempo de execuc¸a˜o para n = 10 e t = 10,
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pois o valor de t e´ superior a 5, ou seja, t > n/2.
E´ fa´cil observar que a tendeˆncia e´ muito semelhante a` do problema da secc¸a˜o 5.2.1,
ou seja, o aumento do nu´mero de luzes e do valor de t produz um aumento no tempo de
execuc¸a˜o.
A influeˆncia do valor de t, neste caso, e´ mais significativa como podemos observar no
gra´fico da Figura 5.12.
Figura 5.12: Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o para diferentes valores de t e nu´mero de luzes.
5.2.3 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o convexos
Os problemas de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o convexos teˆm um valor de t
fixo, t = 2. Assim, para estudarmos o desempenho do algoritmo implementado fazemos
variar o nu´mero de luzes. Na Tabela 5.3 podemos visualizar os resultados obtidos para
n = 10, 20, . . . , 100 para um nu´mero arbitra´rio de ve´rtices coˆncavos.
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Tabela 5.3: Tempos de execuc¸a˜o para problemas de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o
convexos.
Como podemos observar no gra´fico da Figura 5.13 o tempo de execuc¸a˜o aumenta com
o aumento do nu´mero de luzes.
Figura 5.13: Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o com o nu´mero de luzes.
Para ale´m do nu´mero de ve´rtices, o nu´mero de ve´rtices coˆncavos pode influeˆnciar a
o tempo de execuc¸a˜o do algoritmo que determina a regia˜o 2-bem iluminada. Assim, para
estudar as alterac¸o˜es do tempo segundo o nu´mero de ve´rtices coˆncavos fixa´mos o nu´mero
de luzes, n = 10.
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Luzes 1 coˆncavos 2 coˆncavos 3 coˆncavos
10 0,418768 0,745765 1,239187
Tabela 5.4: Tempos de execuc¸a˜o para problemas de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgonos na˜o
convexos com 10 luzes e 1, 2 ou 3 ve´rtices coˆncavos.
Analisando a Tabela 5.5 conclu´ımos que o nu´mero de ve´rtices coˆncavos tambe´m influ-
encia o tempo de execuc¸a˜o, visto que este aumenta com o aumento do nu´mero deste tipo
de ve´rtices.
Como vimos no Cap´ıtulo 2, o pol´ıgonos ortogonais sa˜o uma classe de pol´ıgonos na˜o
convexos. Assim, testa´mos o algoritmo com este tipo de pol´ıgonos. No entanto, na˜o foi
poss´ıvel obter resultados pois a execuc¸a˜o na˜o decorre com normalidade e a regia˜o 2-bem
iluminada na˜o e´ determinada. Tal pode dever-se a um erro na implementac¸a˜o ou a uma
falha do algoritmo descrito no subcap´ıtulo 3.4.
5.2.4 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo
Neste caso o valor de t e´ sempre 1. Desta forma as varia´veis a estudar sa˜o o nu´mero
de luzes e o nu´mero de ve´rtices do obsta´culo (usamos obsta´culos que quanto mais ve´rtices
tinham mais interferiam na visibilidade).
Como referido no subcap´ıtulo 3.5, sempre que o invo´lucro convexo das luzes na˜o inter-
secta o obsta´culo, podemos concluir que o obsta´culo na˜o interfere na visibilidade e a regia˜o
1-bem iluminada e´ o invo´lucro convexo das luzes. Assim, para realizarmos os seguintes
testes usa´mos sempre obsta´culos que intersectam o invo´lucro convexo das luzes.
Na tabela seguinte podemos observar os resultados obtidos para o problema 1-boa
iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo, cujo obsta´culo tinha um nu´mero constante de ve´rtices
(8 ve´rtices).
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Tabela 5.5: Tempos de execuc¸a˜o para problemas de 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo con-
vexo.
Na Figura 5.14 podemos observar a evoluc¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o em func¸a˜o do
nu´mero de luzes.
Figura 5.14: Variac¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o com o nu´mero de luzes.
Como podemos visualizar o aumento do tempo de execuc¸a˜o na˜o e´ muito regular. Se
de n = 5 para n = 30 ha´ um aumento aproximadamente 10 milisegundos, entre n = 30
e n = 40 a variac¸a˜o e´ semelhante (10 milisegundos) para depois entre n = 40 e n = 50
passar a apenas 5 milisegundos. Tal pode dever-se a` posic¸a˜o das luzes. Como vimos no
subcap´ıtulo 3.5, e´ a posic¸a˜o das luzes que determina o ca´lculo de novos invo´lucros convexos.
Assim, o nu´mero de invo´lucros convexos calculados quando n = 50 pode ter sido inferior
aos restantes casos.
Para obsta´culos de maiores dimenso˜es do que o utilizado nestes testes, observamos
uma diminuic¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o.

Cap´ıtulo 6
Concluso˜es e trabalhos futuros
Neste trabalho trata´mos alguns problemas relacionados com a noc¸a˜o de iluminac¸a˜o de
qualidade nomeadamente foram analisados com atenc¸a˜o e pormenor os seguintes problemas:
t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culo convexo, t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono convexo, 2-boa
iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o convexo e 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo.
Desenvolvemos uma aplicac¸a˜o para a determinac¸a˜o de regio˜es t-bem iluminadas dos
quatro problemas referidos acima. Para tal, considera´mos que as luzes teriam amplitude
de iluminac¸a˜o 2pi e alcance ilimitado. Sobre esta aplicac¸a˜o foram realizados um conjunto
de testes que nos permitiu avaliar a efica´cia dos algoritmos e os respectivos tempos de
execuc¸a˜o.
Os problemas foram testados com conjuntos de n luzes, com n = 10, 20, . . . , 100 para
os treˆs primeiros problemas e n = 5, 10, 20, . . . , 50 para o problema de 1-boa iluminac¸a˜o
com obsta´culo convexo, dispostas aleatoriamente no painel de desenho da aplicac¸a˜o.
Ale´m disso, analisa´mos ainda a influeˆncia de outras varia´veis no tempo de execuc¸a˜o,
tais como o valor de t nos dois primeiros problemas ou o nu´mero de ve´rtices coˆncavos no
problema da 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o convexo.
Relativamente ao tempo de execuc¸a˜o dos problemas do tipo t-boa iluminac¸a˜o sem
obsta´culos concluimos que fixando o nu´mero de luzes e variando o valor de t as alterac¸o˜es
no tempo de execuc¸a˜o sa˜o min´ımas. No entanto, e como e´ previsto intuitivamente, com
o aumento do nu´mero de luzes para um mesmo valor de t o tempo de execuc¸a˜o aumenta.
Tal prende-se com o nu´mero de iterac¸o˜es necessa´rias para a determinac¸a˜o da regia˜o t-bem
iluminada. De acordo com o algoritmo usado, quanto maior o nu´mero de luzes mais
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intersecc¸o˜es tera˜o que se determinar. As variac¸o˜es de t provocam menores subidas no
tempo de execuc¸a˜o pois para o mesmo nu´mero de luzes, supondo que a sua disposic¸a˜o se
mante´m, o nu´mero de iterac¸o˜es mante´m-se.
O mesmo tipo de estudo no problema do tipo t-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono convexo
revela a mesma tendeˆncia. No entanto, foi experimentalmente testado que neste caso
o aumento do nu´mero de luzes na˜o produz um aumento ta˜o elevado como no problema
anterior. Isto pode ser explicado pelo o facto de todas as luzes estarem em posic¸a˜o convexa,
o que na˜o acontecia no problema anterior onde a cada iterac¸a˜o era feita uma ordenac¸a˜o
dos pontos segundo a posic¸a˜o de uma luz. Desta forma, cada iterac¸a˜o deste problema tem
um tempo de execuc¸a˜o muito inferior a`s do problema de t-boa iluminac¸a˜o sem obsta´culos.
O tempo de execuc¸a˜o do problema de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o convexo
e´ influenciado pelo nu´mero de ve´rtices mas tambe´m pelo tipo de ve´rtices. De todos os
problemas, este e´ o que sofre maior influencia pelo o aumento de nu´mero de luzes. O tempo
de execuc¸a˜o aumenta dra´sticamente com o aumento do nu´mero de luzes. No entanto, se
fizermos a cardinalidade do conjunto de luzes e variarmos o nu´mero de ve´rtices coˆncavos
ha´ uma variac¸a˜o muito pequena no tempo usado no ca´lculo da regia˜o 2-bem iluminada.
O algoritmo implementado para o problema de 2-boa iluminac¸a˜o em pol´ıgono na˜o
convexo na˜o se mostrou eficaz na determinac¸a˜o da regia˜o 2-bem iluminada para pol´ıgonos
ortogonais.
Finalmente, para o problema de 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo a cardina-
lidade do conjunto de luzes tambe´m faz variar o tempo de execuc¸a˜o. Quanto maior for
o nu´mero de luzes maior e´ o tempo usado na determinac¸a˜o da regia˜o 1-bem iluminada,
considerando um mesmo obsta´culo. De acordo com o algoritmo usado para a determianc¸a˜o
destas regio˜es, o nu´mero de invo´lucros convexos a calcular depende do nu´mero de luzes. As-
sim, fixando o obsta´culo, quanto maior for a cardinalidade do conjunto de luzes maior sera´
o nu´mero de iterac¸o˜es e, por sua vez, maior o nu´mero de involucros convexos calculados.
Ainda para o problema de 1-boa iluminac¸a˜o com obsta´culo convexo, se para um nu´mero
fixo de luzes usarmos dois obsta´culos de dimenso˜es diferentes, observamos que quanto maior
for o obsta´culo menor sera´ o tempo de execuc¸a˜o. Isto acontece porque um obsta´culo maior
interfere mais na visibilidade do que um pequeno (considerendo sempre que a intersecc¸a˜o
do obsta´culo com o involucro convexo das luzes e´ na˜o vazia.)
Num futuro trabalho seria interessante desenvolver algoritmos que ca´lculem regio˜es
t-bem iluminadas em condic¸o˜es mais reais, isto e´, considerando luzes com alcance limitado.
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Mais ainda podera´ estudar-se a existeˆncia destas regio˜es caso as luzes na˜o tenham uma
amplitude de iluminac¸a˜o de 2pi, como e´ o caso dos reflectores.
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